
Ëåêöèÿ 3
ÌÅÒÎÄÛ �ÈÒÖÀ, �ÀËÅ�ÊÈÍÀ È ÊÎÍÅ×ÍÛÕÝËÅÌÅÍÒÎÂÎáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çà-äà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà÷íåì ñ çàäà÷è (1.1), (1.2). Êàêáûëî óñòàíîâëåíî íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýêâèâà-ëåíòíî îòûñêàíèþ �óíêöèè u(x)∈H1

0(I), ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë(2.8), ò.å. çàäà÷å (2.9). Òåì ñàìûì, ïîñòðîèâ ìåòîä ïðèáëèæåííîé ìèíè-ìèçàöèè ýòîãî �óíêöèîíàëà, ìû áóäåì èìåòü è ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2). Äëÿ ïðèáëèæåííîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà(2.8) èëè, ÷òî â ñèëó (2.10), (2.11) òî æå ñàìîå, �óíêöèîíàëà (2.13), âîñ-ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì �èòöà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì,÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, ãäå îí çà-äàí, à òîëüêî íà íåêîòîðîì êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ýòîãî ïðî-ñòðàíñòâà. 1. Ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíàÏóñòü V n � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H1
0(I) ðàçìåðíîñòè n: V n ⊂

H1
0(I), dimV n = n.Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó �èò-öà (ðèòöåâñêèì ðåøåíèåì) çàäà÷è (2.9) (è çàäà÷è (1.1), (1.2) ) òàêóþ�óíêöèþ

un(x) ∈ V n : J(un) = min
vn∈V n

J(vn). (1)37



38 Ëåêöèÿ 3×òîáû ðåàëèçîâàòü ìåòîä (1), ââåäåì â V n áàçèñ (îí ñóùåñòâóåò êàê âëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), ýëåìåíòû êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç
ϕj(x), j = 1, ..., n. Ëþáîé ýëåìåíò vn(x) ∈ V n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè {ϕj}n

1 . Ïóñòü un(x) ∈ V n äîñòàâëÿåò ìèíèìóì�óíêöèîíàëó (2.13) íà V n. �àçëîæèì un(x) ïî ýëåìåíòàì áàçèñà
un(x) =

n∑

j=1

cjϕj(x) (2)è ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (2.13); â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ�óíêöèþ n ïåðåìåííûõ c1, ..., cn :

J(un) =
1

2
a(un, un) − l(un) =

1

2

n∑

j,l=1

a(ϕj, ϕl)cjcl −
n∑

j=1

l(ϕj)cj. (3)Âûáåðåì êîý��èöèåíòû cj òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ (3) ïðèíèìàëà ìèíèìàëü-íîå çíà÷åíèå. Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, �óíêöèÿ (3) äî-ñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûåîáðàùàþò â íóëü åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:
∂J(un)

∂ck
= 0, k = 1, 2, ..., n.Ýòè ïðîèçâîäíûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ

∂J(un)

∂ck
=

n∑

l=1

a(ϕk, ϕl)cl − l(ϕk).Ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ, ïîëó÷èì ñèñòåìó �èòöà:
n∑

l=1

a(ϕk, ϕl)cl − l(ϕl) = 0, k = 1, ..., n, (4)êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ cj èç ðàçëîæåíèÿ (2). Íàéäÿêîý��èöèåíòû cj èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) è ïîäñòàâèâ èõ â (2), ïîëó÷èìýëåìåíò un(x), êîòîðûé è áóäåò ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1),(1.2).



1. Ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíà 39Ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ìîæíî ïî-äîéòè è íåñêîëüêî èíà÷å. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ýê-âèâàëåíòíî îòûñêàíèþ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.15). Áóäåìèñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êàê òàêîé ýëåìåíò un(x) ∈ V n, êîòîðûéóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.15) ïðè ëþáîé vn(x) ∈ V n.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ïî ìåòîäó �àëåð-êèíà (ãàëåðêèíñêèì ðåøåíèåì) çàäà÷è (2.15) (è çàäà÷è (1.1),(1.2)) �óíê-öèþ
un(x) ∈ V n : a(un, vn) = l(vn) ∀vn ∈ V n. (5)�àñêëàäûâàÿ ðåøåíèå un(x) çàäà÷è (5) ïî áàçèñó {ϕj}n

1 ïðîñòðàíñòâà
V n â âèäå (2) è ïîëàãàÿ â (5) �óíêöèþ vn(x) ïîñëåäîâàòåëüíî ðàâíîé
ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ cjñíîâà ïîëó÷èì ñèñòåìó (4).Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) ñèììåòðè÷íà, êàê â ðàññìàòðèâàåìîìíàìè ñëó÷àå (2.10), òî ìåòîä �èòöà è ìåòîä �àëåðêèíà ïðèâîäèò ê îä-íîìó è òîìó æå ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ. Åñëè a(u, v) íåñèììåòðè÷íà,òî ìåòîä �èòöà âîîáùå íåïðèìåíèì, èáî â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíàÿ êðàåâàÿçàäà÷à íå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíîé �îðìóëèðîâêè â âèäå çàäà÷è î ìèíè-ìèçàöèè �óíêöèîíàëà. Ìåòîä æå �àëåðêèíà ïðèìåíèì è â ýòîì ñëó÷àå,åñëè âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñóùåñòâóåò.Çàìå÷àíèå 1. Ïðèáëèæåííîå ïî �èòöó��àëåðêèíó ðåøåíèå un(x) óäî-âëåòâîðÿåò òîìó æå ñàìîìó âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ (2.14), ÷òî è òî÷-íîå ðåøåíèå çàäà÷è. �àçíèöà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèåðàñïîëîæåíî â H1

0(I) è (2.14) äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íà âñåõ �óíêöèÿõ
v(x) ∈ H1

0(I) , à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â V n ∈ H1
0(I) è (2.14)óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîëüêî íà vn ∈ V n (ñì. (5)).Èññëåäóåì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà (4). Ïî-êàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) ñèñòåìà (4) ñ a(u, v) èç (2.10),êàê è åå ïðîîáðàç � çàäà÷à (1.1), (1.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Îáîçíà÷èì÷åðåç

A = [a(ϕk, ϕl)]
n
1 (6)ìàòðèöó ñèñòåìû (4).



40 Ëåêöèÿ 3Òåîðåìà 1. Åñëè áèëèíåéíàÿ �îðìà a(u, v) ñèììåòðè÷íà è ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåíà, òî ìàòðèöà À ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà (6) òàê-æå ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðèÿ ìàòðèöû À èç (6) åñòü ñëåäñòâèå ñèì-ìåòðèè áèëèíåéíîé �îðìû a(u, v), â ñèëó êîòîðîé a(ϕk, ϕl) = a(ϕl, ϕk).Äîêàæåì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü (à, ñëåäîâàòåëüíî, è íåâûðîæ-äåííîñòü) ìàòðèöû À. Ïóñòü vn =
∑n

j=1 bjϕj � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
V n , à b = [b1, ..., bn]

T � âåêòîð åãî êîý��èöèåíòîâ. Òàê êàê
bTAb =

n∑

k,l=1

a(ϕk, ϕl)bkbl = a

(
n∑

k=1

bkϕk,

n∑

l=1

blϕl

)
= a(vh, vh) > 0,òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü À óñòàíîâëåíà.Íåîòðèöàòåëüíîñòü áèëèíåéíîé �îðìû (2.10) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé(1.3) ìû óæå îòìå÷àëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè (ñì.(2.12)), à ïîëîæèòåëü-íîñòü áóäåò äîêàçàíà â ëåêöèè 11.Èòàê, ñèñòåìà (4) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.Íó à êàê ðåàëüíî âûáèðàòü V n ? Â ðåøåíèè ýòîãî âîïðîñà è ðàñõîäÿòñÿêëàññè÷åñêèå ìåòîäû �èòöà è �àëåðêèíà ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà V n îáû÷íî áåðóòñÿïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ êî-íå÷íîé ñòåïåíè èëè êàêèå-ëèáî äðóãèå ñîâîêóïíîñòè �óíêöèé, çàäàííûõíà I è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Óäîâëåòâîðåíèå ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì� îäíà èç ïðîáëåì êëàñ-ñè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ìåòîäàì �èòöà è �àëåðêèíà äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-ìè ïðîèçâîäíûìè ïðè ñêîëü-íèáóäü ñëîæíîé �îðìå îáëàñòè, èáî ïîñòðî-åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ V n, ñîäåðæàùèõ �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíûãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöå, � íå òàêîå ïðî-ñòîå äåëî. (�àçóìååòñÿ, ýòîé ïðîáëåìû íå ñóùåñòâóåò â ðàññìàòðèâàåìîìíàìè ñåé÷àñ îäíîìåðíîì ñëó÷àå.)Âòîðàÿ ïðîáëåìà êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà � òðóäíîñòü ñîñòàâëåíèÿ ñè-ñòåìû �èòöà��àëåðêèíà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî êîý��èöèåíòû ýòîé ñè-ñòåìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ, îñîáåííî ïðèäâóõ è áîëüøåì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òðåáóåò áîëüøîé çàòðà-òû òðóäà.



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 41Åñëè áàçèñ â V n âûáðàí íå ñëèøêîì óäà÷íî (íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâà-åìîì íàìè ñëó÷àå ϕi = (1− x)xi, i = 1, ..., n, à V n �ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ϕi ), òî ìàòðèöà ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà ñòàíîâèòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåí-íîé, ÷òî ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòèïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (4).Ïëîòíàÿ çàïîëíåííîñòü ìàòðèöû ñèñòåìû �èòöà-�àëåðêèíà (îòñóòñòâèåáîëüøîãî ÷èñëà íóëåâûõ ýëåìåíòîâ) ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòèïðè ðåøåíèè ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ áîëüøîé çàòðàòîé òðóäà.Âñå ýòè ïðîáëåìû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óäàåòñÿ ðåøèòü ïðè êîíå÷-íîýëåìåíòíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ �èòöà è �àëåðêèíà.2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâÎñíîâíàÿ èäåÿ, îòëè÷àþùàÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) îòäðóãèõ ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ �èòöà è �àëåðêèíà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:îáëàñòü, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, ðàçáèâàåòñÿíà ïîäîáëàñòè ïðîñòîé �îðìû, íàçûâàåìûå êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, àâ êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà V n, â êîòîðîì èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî òàê íàçûâàåìûõ "êóñî÷íûõ" �óíêöèé, îïðåäåëÿ-åìûõ ïî-ñâîåìó íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîéòàì äîñòàòî÷íî ïðîñòûå �óíêöèè, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû íèçêîé ñòåïåíè.×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå êóñî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ìû äîëæíû ñíà÷àëàðàçáèòü îáëàñòü (â íàøåì ñëó÷àå îòðåçîê I = [0, 1] ) íà êîíå÷íîå ÷èñëîýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçîáðàæåí îòðåçîê I, ðàçáèòûéíà òðè ýëåìåíòà e(i), i = 1, 2, 3 îäèíàêîâîé äëèíû h = 1/3 = mes e(i). Êàæ-äîìó ýëåìåíòó ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïðèíàäëåæàùèå åìó âûäåëåííûå òî÷êè,

•
x = 0

ýëåìåíòû
• • •

x = 1
e(1) e(2) e(3)

•
0óçëû

• • •
3

h h h

1 2�èñ. 1



42 Ëåêöèÿ 3íàçûâàåìûå óçëàìè, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êîíå÷íîýëåìåíòíûõêîíñòðóêöèÿõ � îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïàðàìåòðèçàöèè êîíå÷íîýëåìåíò-íîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 1, óçëàìè ÿâëÿþòñÿêîíöû ýëåìåíòîâ. Èõ ÷åòûðå è ïðîíóìåðîâàíû îíè ÷èñëàìè 0, 1, 2, 3. Îáî-çíà÷èì êîîðäèíàòû ýòèõ óçëîâ ÷åðåç xi = ih. Òîãäà
e(i) = {x|xi−1 6 x 6 xi}, i = 1, 2, 3. (7)Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ è óçëîâ èíîãäà íàçûâàþò êîíå÷íîýëåìåíòíîéñåòêîé.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòåéøèì êóñî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå. Îäíà èç òàêèõ �óíêöèé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2. Çäåñü âåðòèêàëüíûìè÷åðòî÷êàìè îáîçíà÷åíû ãðàíèöû ýëåìåíòîâ, à æèðíûìè òî÷êàìè � óç-ëû. Îäíàêî äëÿ öåëåé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìèêðàåâîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ïîäõîäèò, èáî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå �óíêöèè ðàçðûâíû (ñì. ðèñ. 2), â òî âðåìÿ êàê äëÿ èñïîëü-çîâàíèÿ â ìåòîäàõ �èòöà è �àëåðêèíà êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâîäîëæíî áûòü ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), ëþáàÿ �óíêöèÿ êîòîðîãî, êàê áó-äåò ïîêàçàíî â ëåêöèè 11, íåïðåðûâíà.

x
• • •

y

�èñ. 2Ñëåäóþùèì ïî ñëîæíîñòè êóñî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèé. Íàñ áó-äóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîäïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ �óíêöèé èç ýòî-ãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. ðèñ. 3). ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 43íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), èáî ïðîèçâîä-íàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè åñòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ�óíêöèÿ è îáå ýòè �óíêöèè èìåþò èíòåãðèðóåìûé êâàäðàò.
x

y

�èñ. 3Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà? Åñëè îòðåçîê I ðàçáèò íà Nýëåìåíòîâ, à äëÿ çàäàíèÿ ëèíåéíîé �óíêöèè íà êàæäîì ýëåìåíòå òðåáó-åòñÿ îïðåäåëåíèå äâóõ ïàðàìåòðîâ, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ (íå íåïðåðûâíûõ) �óíêöèé åñòü 2N . Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþòíåïðåðûâíûå �óíêöèè, òî èçðàñõîäîâàâ (N − 1) ïàðàìåòðîâ íà óäîâëå-òâîðåíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè â îáùèõ äëÿ ïàðû ýëåìåíòîâ óçëàõ (âóçëàõ 1 è 2 íà ðèñ. 1), íàõîäèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèé åñòü
2N − (N − 1) = N + 1. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò ïîäïðîñòðàíñòâî H1

0(I) ïðî-ñòðàíñòâà H1(I), òî ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êóñî÷íî-ëèíåéíûå�óíêöèè îáðàùàëèñü â íóëü ïðè x = 0 è x = 1. Íà ýòî óéäåò åùå äâàïàðàìåòðà, òàê ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðå-ðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà êîíöàõîòðåçêà I �óíêöèé åñòü (N − 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Sh

1 :=
{

vh(x) ∈ C(I)| vh(x)|e(i) ∈ P1(e
(i)), i = 1, ..., N

} (8)ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëå-ìåíòå �óíêöèé, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàí-ñòâîì. Çäåñü vh(x) |e(i) îáîçíà÷àåò ñóæåíèå �óíêöèè vh(x), çàäàííîé íà
I, íà ýëåìåíò e(i) , à Pk(e

(i)) � ñóæåíèå íà ýëåìåíò e(i) ïðîñòðàíñòâà ìíî-ãî÷ëåíîâ íå âûøå k-îé ñòåïåíè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, Sh
1 ⊂ H1(I) è åñëè



44 Ëåêöèÿ 3îòðåçîê I ðàçáèò íà N ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé äëèíû h = 1/N , òî ðàçìåð-íîñòü Sh
1 , îáîçíà÷àåìàÿ dimSh

1 = N + 1 = 1/h + 1.Îáîçíà÷èì
◦
S

h

1 := {vh(x) ∈ Sh
1

∣∣ vh(0) = vh(1) = 0}.Î÷åâèäíî, ÷òî ◦
S

h

1 ⊂ H1
0(I), à dim

◦
S

h

1 = N − 1.Ïîñòðîèì áàçèñû â Sh
1 è ◦

S
h

1 . Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ
ϕ̂(t) =

{
1 − |t|, |t| 6 1,

0, |t| > 1.
(9)Ýòà �óíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4; îíà êóñî÷íî-ëèíåéíà è íåïðåðûâíà.Òîãäà ñóæåíèÿ íà I �óíêöèé

ϕi(x) = ϕ̂
(x

h
− i
)

, i = 0, 1, ..., N (10)ëèíåéíî-íåçàâèñèìû è ìîãóò áûòü ïðèíÿòû çà áàçèñ â Sh
1 . Âèä �óíêöèé

x0−1 1

1

y

�èñ. 4
ϕi ïðè N = 3 èçîáðàæåí íà ðèñ. 5.Ôóíêöèè ϕ0(x) è ϕN(x) íå ïðèíàäëåæàò ◦

S
h

1 òàê êàê ϕ0(0) = 1, à
ϕN(1) = 1. Èñêëþ÷àÿ èõ èç ñîâîêóïíîñòè (10), íàõîäèì, ÷òî îñòàâøèõñÿ�óíêöèé â (10) ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî íåîáõîäèìî äëÿ áàçèñà â ◦

S
h

1 .Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ââåäåííîãî áàçèñà(10),(9):



2. Ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 45
x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ0

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ1

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ2

x0 1 2 3

e(1) e(2) e(3)

1

ϕ3

�èñ. 51. Êàæäàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ ϕi(x) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îäíîìóçëå êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè, è åå çíà÷åíèå â ýòîì óçëå ðàâíî åäèíè-öå.2. Íîñèòåëü êàæäîé áàçèñíîé �óíêöèè ϕi(x) ìèíèìàëåí.Åñëè vh(x) ∈ Sh
1�ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ è vh(x) =

∑N
j=0 cjϕj(x)�ååðàçëîæåíèå ïî áàçèñó, òî â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà vh(xi) = ci, ò.å. êî-



46 Ëåêöèÿ 3ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó � ñóòü çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè âóçëàõ êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.Ñëåäñòâèåì âòîðîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü áîëüøèíñòâàïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ �óíêöèé. Èìåííî, ϕi(x)ϕj(x) ≡ 0 ïðè |i− j| > 2.Òåì ñàìûì, åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Sh
1 , òî êàæäàÿ èç áà-çèñíûõ �óíêöèé áóäåò îðòîãîíàëüíà áîëüøèíñòâó îñòàëüíûõ. Ôóíêöèÿ

ϕ0 íå áóäåò îðòîãîíàëüíà òîëüêî ϕ1, �óíêöèÿ ϕN íå áóäåò îðòîãîíàëüíàòîëüêî ϕN−1 , à ϕi, i = 1, ..., N−1 , íå áóäåò îðòîãîíàëüíà òîëüêî ϕi−1 è
ϕi+1. Ýòî ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé îñîáåííî öåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-ñòðîåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû �èòöà��àëåðêèíà, èáî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöàáóäåò èìåòü î÷åíü ìíîãî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòüâû÷èñëÿòü òå èç íèõ, êîòîðûå çàâåäîìî ðàâíû íóëþ.3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÏðèìåíèì ìåòîä �àëåðêèíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), (2.21) ñ èñïîëü-çîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà Sh

1 , îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøå-íèåì (8).Íàïîìíèì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó ýòîé çàäà÷è: ñðåäè �óíêöèéïðîñòðàíñòâà H̃1(I), îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì (2.25), íàéòè òàêóþ�óíêöèþ u(x), êîòîðàÿ ïðè ëþáûõ v ∈ H̃1(I) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ a(u, v) = l(v) (çäåñü ìû ââåëè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, îïóñòèâ èíäåêñû"1"ó áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì), ãäå ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.23), (2.24),(2.10), (2.11)
a(u, v) =

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(v) =

∫ 1

0

fvdx + gv(1).

(11)Áîëåå êîðîòêî ñêàçàííîå ìîæíî çàïèñàòü òàê: íàéòè
u(x) ∈ H̃1(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃1(I). (12)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî

S̃h
1 := {vh(x) ∈ Sh

1 | vh(0) = 0}, (13)



3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ 47ãäå Sh
1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (8). Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h

1 ∈ H̃1(I),
dim S̃h

1 = N , à áàçèñ â íåì îïðåäåëÿþò �óíêöèè (10), (9) ñ i = 1, 2, . . . , N .Êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå uh(x) çàäà÷è (12), ÿâëÿþùååñÿ ãàëåðêèí-ñêèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, ñîãëàñíî (5) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé:
uh(x) ∈ S̃h

1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h
1 . (14)Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

N∑

l=1

a(ϕl, ϕk)ul − l(ϕk) = 0, k = 1, ..., N, (15)ãäå ÷åðåç ul (âìåñòî cl) îáîçíà÷åíû êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ uh(x) ∈ S̃h
1 ïî áàçèñó, ò.å. uh(x) =

∑n
l=1 ulϕl(x). Òàêîåïåðåîáîçíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì∗), åñëè ïðèíÿòü âî âíè-ìàíèå ïåðâîå ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé (10), (9), â ñèëó êîòîðîãî ujÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì uh(x) â óçëå ñåòêè, ò.å. uh(xj) = uj.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå ñâîéñòâî áàçèñíûõ �óíêöèé, íàõîäèì,÷òî a(ϕi, ϕj) = 0 ïðè |i − j| > 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (15) ïðåîáðà-çóåòñÿ ê âèäó

a(ϕ1, ϕ1)u1 + a(ϕ1, ϕ2)u2 = l(ϕ1),

a(ϕi, ϕi−1)ui−1 + a(ϕi, ϕi)ui + a(ϕi, ϕi+1)ui+1 = l(ϕi), i = 2, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN−1)uN−1 + a(ϕN , ϕN)uN = l(ϕN). (16)Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû (16) èìååò ëèøü òðè íåíóëåâûõ äèàãî-íàëè è â ýòîì îòíîøåíèè áëèçêà ê ìàòðèöå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäàêîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
∗)Áîëåå åñòåñòâåííûì áûëî áû âìåñòî uj ïèñàòü uh

j , èìåÿ â âèäó, ÷òî ðå÷ü èäåò î çíà÷åíèÿõ â óçëàõïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî âåðõíèé èíäåêñ h ìû ïðåäïî÷èòàåì íå ïèñàòü èç-çà ÷ðåçìåðíîéãðîìîçäêîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèé. ×òîáû íå ïóòàòü uj ñî çíà÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x)â óçëàõ ñåòêè äëÿ ïîñëåäíèõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî îáîçíà÷åíèå u(xj) è ïîìíèòü, ÷òî u(xj) 6=
uj = uh(xj).



48 Ëåêöèÿ 3Âû÷èñëèì åå êîý��èöèåíòû. Ñ ó÷åòîì (9)-(11), èìååì:
a(ϕi, ϕi+1) =

∫ xi+1

xi

[pϕ′
iϕ

′
i+1 + qϕiϕi+1] dx,

a(ϕi, ϕi) =

∫ xi+1

xi−1

[
p(ϕ′

i)
2 + qϕ2

i

]
dx, i = 1, 2, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =

∫ 1

1−h

[
p(ϕ′

N)2 + qϕ2
N

]
dx + κ,a

l(ϕi) =

∫ xi+1

xi−1

fϕidx, i = 1, . . . , N − 1, l(ϕN) =

∫ 1

1−h

fϕNdx + g.Ïðåîáðàçóåì ýòè �îðìóëû ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ
t =

x − xi

h
=

x

h
− i.Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè g(x) áóäåì ïèñàòü g(x) = g(ht + xi) = ĝi(t).Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10), (9), íàõîäèì, ÷òî

d

dx
ϕi(x) =

1

h

d

dt
ϕ̂(t) =

1

h

{
1, −1 < t < 0,

−1, 0 < t < 1,

d

dx
ϕi+1(x) =

d

dx
ϕ̂(

x

h
− i − 1) =

1

h

d

dt
ϕ̂(t − 1) =

1

h
, 0 < t < 1,è, ñëåäîâàòåëüíî,

a(ϕi, ϕi+1) =

∫ 1

0

[
−1

h
p̂i(t) + hq̂i(t)ϕ̂(t)ϕ̂(t − 1)

]
dt,

a(ϕi, ϕi) =

∫ 1

−1

[
1

h
p̂i(t) + hq̂i(t)ϕ̂

2(t)

]
dt, i = 1, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =

∫ 0

−1

[
1

h
p̂N(t) + hq̂N(t)ϕ̂2(t)

]
dt + κ,

l(ϕi) = h

∫ 1

−1

f̂i(t)ϕ̂(t)dt, i = 1, ..., N − 1,

l(ϕN) = h

∫ 0

−1

f̂N(t)ϕ̂(t)dt + g.

(17)



3. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ 49Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî åùå íåñêîëüêî ïðîäâèíóòü, åñëè ïðåäïîëîæèòü,÷òî p(x) ≡ p = 
onst, q(x) ≡ q = 
onst, f(x) ≡ f = 
onst. Òàê êàê
∫ 1

0

ϕ̂(t)ϕ̂(t − 1)dt =

∫ 1

0

t(1 − t)dt =
1

6
,

∫ 1

−1

ϕ̂2(t)dt = 2

∫ 1

0

ϕ̂2(t)dt =
2

3
,à ∫ 1

−1

ϕ̂(t)dt = 1,òî îòñþäà è èç (17) íàõîäèì, ÷òî
a(ϕi, ϕi+1) = −p

h
+

hq

6
, a(ϕi, ϕi) =

2p

h
+

2hq

3
, i = 1, ..., N − 1,

a(ϕN , ϕN) =
p

h
+

hq

3
+ κ,

l(ϕi) = hf, i = 1, ..., N − 1, l(ϕN) =
h

2
f + g.

(18)
Ñ ó÷åòîì (18) ñèñòåìà (16) ïðèíèìàåò âèä:
(

2p

h
+

2hq

3

)
u1 +

(
−p

h
+

hq

6

)
u2 = hf,

(
−p

h
+

hq

6

)
ui−1 +

(
2p

h
+

2hq

3

)
ui +

(
−p

h
+

hq

6

)
ui+1 = hf,

i = 2, ..., N − 1,(
−p

h
+

hq

6

)
uN−1 +

(
p

h
+

hq

3
+ κ

)
uN = g +

h

2
f.

(19)
Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó, ïîäåëèâ ïåðâûå (N − 1) óðàâíåíèé íà h.Íåñêîëüêî ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, áóäåì èìåòü
−
(

p − h2q

6

)
1

h

[
ui+1 − ui

h
− ui − ui−1

h

]
+ qui = f, i = 1, 2, ..., N − 1,

(
p − h2q

6

)
uN − uN−1

h
+

(
κ +

hq

2

)
uN = g +

h

2
f, (20)ãäå u0 � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì u0 = 0, êîòîðîåìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé



50 Ëåêöèÿ 3(2.21). Òîãäà ïåðâûå (N−1) óðàâíåíèé (20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àïïðîêñè-ìàöèþ óðàâíåíèÿ (1.1), à ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (20) � àïïðîêñèìàöèþâòîðîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.21).4. Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäàÏóñòü ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2.21) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì
u(0) = g. (21)Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, îòâå÷àþùóþ äè�-�åðåíöèàëüíîé çàäà÷å (1.1), (2.21),(21), ââåäåì à��èííîå ìíîãîîáðàçèå

H̃1
E(I) :=

{
v ∈ H1(I)

∣∣ v(0) = g
}

.Òîãäà èíòåðåñóþùàÿ íàñ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä: íàéòè
u ∈ H̃1

E(I) : a(u, v) = l(v) ∀ v ∈ H̃1(I),ãäå a(u, v) è l(v) òå æå, ÷òî è äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21), è çàäàþòñÿ ñî-îòíîøåíèÿìè (11). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òåïåðü íóæíî èñêàòü ñðåäè�óíêöèé H̃1
E(I)

⋂
Sh

1 , ò.å.
uh ∈ H̃1

E(I)
⋂

Sh
1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈ S̃h

1 . (22)Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (22) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çà-äà÷å: íàéòè uh ∈ Sh
1 òàêóþ, ÷òî

uh(0) = g, a(uh, vh) = l(vh) ∀ vh ∈ S̃h
1 . (23)Èç (23) ñëåäóåò, ÷òî uh(x) = gϕ0(x) + ũh(x), ãäå

ũh(x) ∈ S̃h
1 : a(ũh, vh) = l(vh) − ga(ϕ0, v

h) ∀ vh ∈ S̃h
1 .Ïîñêîëüêó ũh =

N∑
l=1

ulϕl(x), ãäå ul = uh(xl) = ũh(xl), òî äëÿ îòûñêàíèÿ ulèìååì ñèñòåìó (15) ñ çàìåíîé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà óðàâíåíèå
N∑

l=1

a(ϕl, ϕ1)ul − l(ϕ1) + ga(ϕ0, ϕ1) = 0.



5. Óïðàæíåíèÿ 515. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ ðåøå-íèåì ñèñòåìû (4), òî (2) óäîâëåòâîðÿåò (5).2. Íàéòè ãàëåðêèíñêîå èç V 2 ðåøåíèå çàäà÷è
−u′′ = x, 0 < x < 1, u(0) = 0, u′(1) = 0, (21)ãäå V 2 åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �óíêöèé x è x2 .3. Íàéòè ãàëåðêèíñêîå èç V 3 ðåøåíèå çàäà÷è

−u′′ = 1, 0 < x < 1, u(0) = u(1) = 0,ãäå V 3 åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �óíêöèé sin(kπx) ïðè k = 1, 2, 3.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé (10),(9) ëèíåéíî-íåçàâèñèìà.5. Íàéòè êîíå÷íîýëåìåíòíîå èç S̃h
1 ðåøåíèå çàäà÷è (21), ãäå S̃h

1 � ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà [0, 1
2] è íà [12, 1]�óíêöèé.6. �àññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (19) êàê ðàçíîñòíóþ ñõåìó, àïïðîê-ñèìèðóþùóþ çàäà÷ó (1.1), (2.21) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîêà-çàòü, ÷òî åå ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè åñòü O(h2) êàê äëÿ óðàâíåíèÿ,òàê è äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.7. Óñòàíîâèòü òî æå ñàìîå, ÷òî è â çàäà÷å 6, äëÿ ñèñòåìû (16), (17). (Âñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîý��èöèåíòîâ.)
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